




related decisions  ‐ setting  the asset allocation and  the contribution rate. While  these decisions are usually 
taken separately,  it  is argued  that  they are  intimately related and should be  taken  jointly. The objective of 
funded pension schemes is taken to be the minimization of both the mean and the variance of the contribution 







tion. This generalisation  removes  the  trade‐off between  contribution  rate  risk and  funding  ratio  risk  for a 
fixed spread period. Pension schemes need to choose a spread period, and it is shown how this can be set to 
minimise  the variance of  the contribution  rate. Finally, using  the  result  that  the  funding  ratio  follows an 
inverted gamma distribution, shortfall risk and expected tail loss are computed for funding below the mini‐












tion holidays and contribution  reductions  for employers,  increases  in benefits,  the conversion of 
discretionary benefits into non‐discretionary benefits, the use of pension schemes to finance early 




ployer;  the  increase  in stock market volatility;  the  risks  that such schemes  impose on employers 
(e.g. the risk that the fund will be insufficient to pay the pensions, the credit rating of the employer 
may be reduced because of the possibility of pension shortfalls); the abolition of tax relief on divi‐
dends  from UK  companies  in  1997;  the  changes  in  actuarial  technique  leading  to more volatile 












the  lower  priority  given  to  retaining  staff;  the  opportunity  to  establish  defined  contribution 
schemes with a lower cost to the employer, and the much greater portability of defined contribu‐
tion schemes. 
This  paper  develops  an  approach  to  the  simultaneous  analysis  of  two  critical  and  inter‐
related decisions which must be made by any  fund’s  trustees:  the  fund’s asset allocation and  its 








of  the  assumptions  required by other methods,  it  requires  extensive model   building, has  large 
data requirements and, until recently, has been difficult to solve. Dynamic stochastic control the‐
ory was applied to a small Swiss pension scheme by Dondi, Herzog, Schuman & Geering (2006), 








(1998). Although  simulation models are  flexible,  they do not generate optimal decisions and  re‐
quire  considerable  effort  to  formulate. However,  they  are  useful  to  check  the  validity  of more 
complex models. Fourth, Frankfurter  and Hill  (1981) developed  a multi‐period  linear program‐
ming  asset‐liability model which minimizes  the present value of  the  contributions. However,  it 
approximates  the non‐linearity  introduced  by  risk, does not  generate  a  risk‐return  frontier  and 
treats  the  liabilities  as  certain.  Finally,  Tepper  (1974)  used  stochastic  dynamic  programming  to 
minimize the present value of the contributions, but did not include either asset or liability risk. 
This  paper  proposes  a  different  methodology  based  on  mean‐variance  portfolio  theory, 
which is well understood, has modest data requirements and is both general and simple to apply. 
This makes  the methods used  in  this paper  straightforward  to operationalise, while  still  jointly 
























Section 1 discusses why  the asset allocation and contribution  rate decisions must be  taken 
jointly. Section 2 presents the portfolio model of the asset‐liability problem, while section 3 shows 





tain  the  results  for  the portfolio model and  the  transformation of  these  results  into contribution 
rates and funding ratios. Section 11 has the results for the optimal spread period, section 12 con‐
siders  the  effect of  triennial valuations,  and  section  13 deals with  regulatory  and  solvency  risk. 
Section 14 concludes.  
Linkage between the Asset Allocation and the Contribution Rate 
The  initial point for the analysis  is the calculation of the actuarial  liability of the fund. This 
calculation is divided into three parts, the value of the liability in respect of active members (those 








for  Pensions)  issued  in  1985  by  the US  Financial Accounting  Standards  Board.  (However,  the 
valuation method used for company accounts under FRS 17 could differ from that used in setting 
the  contribution  rate.) For  the projected unit method, “the actuarial  liability  for active members 






















































ties,  domestic  gilts,  domestic  index  linked  gilts,  foreign  bonds,  property,  cash,  private  equity, 
commodities, etc. Because  it  is generally accepted  that asset classes with higher expected returns 
also have higher  risks  (Dimson, Marsh and Staunton, 2002; Cornell, 1999; Constantinides  (2002); 
and Siegel, 2002),  the asset allocation has an  important effect on both  the  risk and  return of  the 
fund. While the selection of specific stocks, bonds or properties may also be important in determin‐
ing  the  investment performance of  the  fund,  it  is not usually possible  for  the  trustees  to become 
involved  in  this  level  of detail,  and  so  the  asset  selection decision  is usually delegated  to  fund 





























tion rate. But  the actuarial profession  is adopting market values, and smoothing  the value of  the 
fund and the contribution rate by ignoring changes in market value is diminishing in importance. 
If the scheme chooses an equity tilt in its asset allocation, in the expectation that this will increase 











When portfolio models are applied  to assets,  the conventional objective  is  to maximize  the 
return for a given level of risk; or minimize the risk for a given level of return. Previous models of 
pension schemes have used a range of objectives reflecting risk and return. The risk measures used 
include  the minimization of  the variance of  the contribution rate,  the variance of fund value,  the 
variance of the funding ratio, and solvency risk (defined in a variety of ways). While the aim for an 
asset portfolio is to maximize its returns, the objective of a pension scheme is to minimize its cost. 
Therefore  the  “return” measures  used  by  previous  studies  include  the minimization  of  the  ex‐









diately  reinvested;  then  the problem  is stationary, and  the one‐period solution  is also  the multi‐
period solution. If some aspect of the problem changes, the model can easily be re‐solved. Since the 









change  the correlations used  in  the model. The assumption of wealth  independence fits with the 
evidence  that  the risk premium has not  trended up or down over  the  last century as society has 
become much richer, and with the fact that pension schemes are organisations with an infinite life 
that do not  themselves  consume  goods  and  services. Black  (1995)  refers  to pension  schemes  as 
“conduits”. Finally,  the  immediate re‐investment of all dividends  is common practice. Therefore, 
while the assumptions underlying myopia and the use of a one‐period model are simplifications, 
they appear to offer a reasonable approximation to reality.  
Pension  schemes have  liabilities  to present  and  future pensioners,  and  the purpose of  the 
pension  fund  is  to meet  these  liabilities. To allow  for  liability  risks,  the portfolio model used  to 




be  treated as an  integral part of  the employer.  In which case  the portfolio problem  includes not 
only  the assets and  liabilities of  the pension scheme, but also  the assets and  liabilities of  the em‐
ployer  (Bagehot, 1972). Chun, Chiochetti and Shilling  (2000) and Craft  (2001, 2005) have applied 
the Sharpe‐Tint model  to US corporate pension  funds. The returns on shares  in some employers 


















































(Sutcliffe, 2005). Because  the  liability proportions are  fixed,  the  returns on  the  liabilities and  the 
covariances between returns on different  liabilities play no part  in determining  the asset propor‐
tions of the efficient frontier. The returns on the liabilities are the proportionate changes in value of 
the  liabilities during  the  period. Liability  returns may  be due  to  changes  in  accrued  years,  the 
number of members and pensioners, the level of salaries and the RPI, variations from the actuary’s 
demographic assumptions, and, most importantly, changes in the discount rate. 
A  continuous  time  model  for  the  asset  allocation  decision  of  defined  benefit  pension 
schemes, based on  the Sharpe & Tint (1990) model and Merton (1992), was derived by Rudolf & 
Ziemba  (2004). Their model has  four‐fund  separation, with  investors determining  their  optimal 




vested  in assets hedging  the  liabilities  is  independent of preferences; and becomes  lower as  the 
funding ratio rises. 
Transformation of the Portfolio Returns to Contribution Rates and Funding Ratios 



















(2000), Haberman  and Dufresne  (1991), Haberman  and Owadally  (2001), Haberman  and Wong 





























positive  linear  function of  the member’s age.  If  the age,  sex and  salary distribution of members 
remains constant, this method also produces a stable contribution rate for the scheme. 
The model which is closest to the circumstances of many large UK pension schemes is that of 
Haberman (1992). Among  this model’s assumptions are  that  the scheme uses  the spread method 
for adjusting the contribution rate. The spread and the amortization of losses methods have been 
compared by Cairns  (1995, 1996a), Haberman  (1998), Haberman and Owadally  (2001) and Owa‐
dally  and Haberman  (1999,  2000).  The minimum  variance  of  the  contribution  rate  that  can  be 
achieved  using  the  spread  method  is  below  that  achievable  using  the  amortization  of  losses 
method. In addition, for a given variance of  the funding ratio,  the corresponding variance of  the 
contribution rate is lower for the spread method. Therefore, the spread method is preferable on the 
grounds of giving lower variances for both the contribution rate and the funding ratio.  
It  is also assumed  that  the valuation, or discount, rate  is certain and equal  to  the expected 
rate of return on investments. The use of the return on the assets as the discount rate is permitted 
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by SSAP 24  (ASB, 1988), and has been  in widespread use by actuaries  for many years. Recently 
other discount  rates have been  suggested  ‐  long  term bond yields, bond yields plus  a  risk pre‐
mium, and returns on a portfolio  that replicates  the  liabilities, Faculty and  Institute of Actuaries 
(2003)  and Exley, Mehta  and  Smith  (1997).  FRS  17  (ASB,  2000) proposes  that  the  return  on  the 
matching portfolio be proxied by the return on AA grade corporate bonds. If the return on the as‐
sets is higher than these alternatives, its use as the discount rate reduces the actuarial liability and 
the  expected  contribution  rate.  Therefore  the  contribution  rates  given  by  the Haberman  (1992) 
model are usually lower than those produced by a model using the return on a liability matching 
portfolio as the discount rate. 
Additional  assumptions  are  that  returns  are  i.i.d.,  an  individual  funding method  (e.g.  the 
projected unit method)  is  in use, actuarial valuations are annual, there  is a  lag of one year  in ad‐






Although  the  Haberman  (1992)  model  assumes  that  the  size  of  the  scheme  is  constant, 
scheme growth need not affect the standard contribution rate computed using the projected unit 
method  if  the  age,  sex  and  salary  distribution  of  members  remains  unchanged.  To  allow  for 











The most  restrictive  assumption  of  the Haberman  (1992) model  is  that  the  discount  rate 
equals the rate of return on investments. This assumption, which is also widely used in other actu‐
arial models  of pension  schemes, has  the  strange  consequence  that, by  investing  in  a high‐risk 
high‐return portfolio of assets, the liabilities of the scheme get smaller. To avoid making this unde‐



















However, when computing  investment risk,  the asset variance  is replaced by  the variance of  the 
asset‐liability portfolio. Since  the portfolio model allows  the  liabilities  to be  risky, both discount 
rate risk and actuarial demographic risks are indirectly incorporated into the model.  
The  Haberman  (1992)  model  assumes  that  actuarial  valuations  are  annual,  while  most 
schemes have triennial valuations. As a result, the model tends to understate the true variance of 
the contribution rate and funding ratio. Triennial valuation could have been allowed for using the 








The Haberman model does  not  incorporate  benefit  improvements which may  be  granted 
when the funding ratio becomes strongly favourable, nor does it include any defaults which may 
occur when  the  funding  ratio becomes very unfavourable. This  is because  the  inclusion of  such 
effects would considerably complicate the model. 
While the Haberman model could be applied to determine the asset allocation of the pension 
schemes of  companies,  there are  tax arbitrage arguments  for  such  schemes  simply  selecting  the 
asset allocation which minimises  the risk of  the asset‐liability portfolio  (Ralfe, 2001; Ralfe, Speed 
and Palin, 2003; Sutcliffe, 2005). If these arguments are accepted, the Haberman model only applies 
to pension schemes whose employer does not pay  tax. Among examples of such schemes  in  the 
UK are  those  run by  local authorities,  the British Broadcasting Corporation,  the Universities Su‐
perannuation  Scheme,  the  Church  Commissioners,  the  Financial  Services  Authority,  the  Civil 
Aviation Authority, London Transport, British Coal, the Post Office and the Merchant Navy. 






















When g > 1,  the  term  kALA(1−g) becomes negative, and  if |kALA(1−g)| > SC, E[C] becomes 
negative, and expected contributions are negative. A negative contribution rate is only possible if 
permitted by the scheme rules and sanctioned by the trustees; and a contribution holiday, i.e. E[C] 
=  0,  is much more  likely. The use of  a  contribution holiday,  rather  than negative  contributions, 
means that the funding level of the scheme will tend to grow over time, and this conflicts with the 









































ment: Bédard  (1999), Booth, Chadburn, Cooper, Haberman &  James  (1999), Cairns  (1995, 1996a), 
Cairns and Parker (1997), Chang and Chen (2002), Dufresne (1986, 1988, 1989, 1990b), Haberman 
















                                                 















tion  rate  is endogenous and should be selected  in  the  light of  the  risk and  return on  the chosen 
portfolio. In the Haberman (1992) model, M is the only available contribution rate policy variable. 
However,  in  reality  contribution  rate policy  can be more  complex  than  always  eliminating  any 





are  general  and will  apply  in most  regulatory  environments. UK  legislation  places  upper  and 
lower  limits  on  the  funding  ratio  of pension  schemes. Under  the Pensions Act  19954,  a  scheme 
which  is  less  than  90%  funded on  the minimum  funding  requirement, MFR, basis, must be  re‐
turned  to 90%  funding within  three years, and  to 100%  funding within  ten years. Under  the Fi‐
nance Act 1986, Schedule 13, Part 2, schemes which are more that 105% funded, on the prescribed 




maximum  loss  that can occur over a stated  time horizon  for a chosen probability, λ; and so  the 
probability  that  the  actual  loss  exceeds  the  specified VaR  is  (1−λ), which  is  called  the  shortfall 
probability  (SP). However,  although VaR  is useful,  it  suffers  from  some  serious  theoretical  and 
applied difficulties.  For  example,  it does not  satisfy  the  coherency  axioms  of Artzner, Delbaen, 




there  is also  a  literature on  the use of  shortfall  risk  in  the  context of pension  schemes  (see Lei‐










The ETL computes  the expected size of any breach of  the  funding  requirements which ex‐
ceeds the specified VaR. In the present context, two VaR values, representing the regulatory restric‐
tions on the maximum and minimum funding ratio, are of interest. Breaches of the upper regula‐
tory constraint can be analysed  in  the same way as breaches of  the  lower constraint, except  that 
breaches are greater, rather than smaller than the specified VaR. While the VaR is defined as a loss, 
it  is convenient  in  the present circumstances  to  treat  the VaR as a specified  funding ratio, rather 




the  funding ratio, and  this probability distribution has been studied by Dufresne  (1990b), Cairns 
(1995, 1996b, 1997, 2000) and Cairns and Parker  (1997). Cairns  (1995)  concludes  that,  in discrete 







































The  asset‐liability model described  above was  applied  to  the Universities  Superannuation 
Scheme (USS). USS was created in 1974 as the main pension scheme for academic and senior ad‐
ministrative staff in UK universities and other higher education and research institutions (Logan, 





80ths accrual rate and  is managed by  the  trustee company, USS Ltd. The employers’ contribution 








The numerical results presented below relate  to  the application of  the asset‐liability model 
described in this paper to USS, using data for its 2002 actuarial valuation (USS, 2003). This actuar‐




addition,  three  types of  liability are  recognised  ‐ active members, deferred pensioners and pen‐
sioners. Table 1 shows the modest data requirements of this model; with only 25 correlation fore‐
casts (of which 15 involve pension liabilities), 8 forecasts of the expected returns, and 8 forecasts of 




























demographic  factors are  reasonably accurate, and  the key  forecasts  concern  the  investment and 
discount rates. Chopra and Ziemba (1993) demonstrate that for  investors with high risk aversion 
































UK Equities  ‐  a12  a13  a14  a15  a16  a17  a18 
Overseas Equities  ‐  ‐  a23  a24  a25  a26  a27  a28 
Property  ‐  ‐  ‐  a34  a35  a36  a37  a38 
Fixed Interest  ‐  ‐  ‐  ‐  a45  a46  a47  a48 
UK Index‐Linked 
Gilts 
‐  ‐  ‐  ‐  ‐  a56  a57  a58 
Active Members  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  a67*  a68* 
Deferreds  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  ‐  a78* 
Expected return  e1  e2  e3  e4  e5  e6  e7  e8 











sion schemes simply receive gross dividends. USS pensions are  fully  index  linked, so  that  in  the 
absence of deflation, no adjustment is required to allow for limited price indexation. 
Solving the Asset‐Liability Portfolio Model 
The data  in Table 1,  together with  the  liability proportions  (w1, w2 and w3)  for  the pension 
scheme were used  to solve  the extended portfolio model set out  in section 2. The  results of  this 
asset‐liability pension model are sets of five asset proportions and three fixed, liability proportions. 
This allows the calculation of two sets of portfolio risks and returns: for the asset component of the 
portfolio  only  (representing  the  gross  portfolio  performance),  or  for  the  asset‐liability  portfolio 



























1  2.20  2.500  −1.03  2.454  15  0.0  0.0  0.0  0.0  100.0 
2  2.88  2.335  −0.35  2.112  37  0.0  0.0  2.1  20.7  77.2 
3  3.56  2.452    0.33  1.916  48  0.0  0.2  9.4  31.9  58.5 
4  4.24  2.676    1.01  1.823  53  0.0  3.2  15.3  39.0  42.6 
5  4.92  2.940    1.69  1.828  53  4.4  3.2  20.2  43.8  28.3 
6  5.60  3.234    2.37  1.921  48  9.1  3.2  25.1  48.6  14.0 
7  6.28  3.550    3.05  2.090  38  13.8  3.2  30.0  53.0  0.0 
8  6.96  4.057    3.73  2.452  15  27.8  5.3  31.8  35.1  0.0 
9  7.64  4.679    4.41  3.036  −30  41.7  7.5  33.6  17.2  0.0 
10  8.32  5.367    5.09  3.742  −97  56.4  9.6  34.0  0.0  0.0 
11  9.00  6.599    5.77  5.360  −305  88.9  11.1  0.0  0.0  0.0 
USS  8.12  5.462   4.89  4.070  −133  53.1  21.0  11.4  11.8  2.7 
 
Table 2 shows the risk and return of both the asset and the asset‐liability portfolios, as well as 
the  investment proportions  themselves,  for a  range of points on  the efficient  frontier. The asset‐
liability portfolios use the USS funding ratio of 101%. For low risk portfolios, the size of the opti‐






sets,  the assets‐only  frontier may not necessarily be convex. Table 2 and Figure 1  show  that  the 
asset‐liability numbers have lower risk and lower return than the corresponding asset‐only num‐
bers, highlighting the fact that the model allows the pension scheme to hedge the liability risk.  
The USS  Statement  of  Investment  Principles  (SIP)  supports  the  objective  of  “funding  the 
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1  2.20  2.45  39.88  2.75  100.00  6.02 
2  2.88  2.11  33.80  2.11  100.00  5.24 
3  3.56  1.92  28.75  1.71  100.00  4.81 
4  4.24  1.82  24.54  1.45  100.00  4.64 
5  4.92  1.83  21.01  1.31  100.00  4.71 
6  5.60  1.92  18.05  1.23  100.00  5.02 
7  6.28  2.09  15.56  1.21  100.00  5.53 
8  6.96  2.45  13.46  1.29  100.00  6.59 
9  7.64  3.04  11.68  1.45  100.00  8.28 
10  8.32  3.74  10.17  1.62  100  10.37 
11  9.00  5.36  8.87  2.13  100.00  15.15 













is used. The generalised Haberman model allows FR  to depart  from 100%, as shown  in Table 4. 


















1  2.20  2.45  25.95  0.99  70.09  3.96 
2  2.88  2.11  24.76  0.93  74.82  3.72 
3  3.56  1.92  23.43  0.93  80.16  3.70 
4  4.24  1.82  21.91  0.97  86.23  3.88 
5  4.92  1.83  20.16  1.08  93.19  4.33 
6  5.60  1.92  18.14  1.28  101.27  5.09 
7  6.28  2.09  15.77  1.57  110.74  6.27 
8  6.96  2.45  12.95  2.11  122.01  8.43 
9  7.64  3.04  9.53  3.04  135.63  12.12 
10  8.32  3.74  5.32  4.42  152.45  17.66 
11  9.00  5.36  0.00  7.69  173.71  30.69 













































4  4.24  1.82  129  24.54  0.66  100.00  17.1 
5  4.92  1.83  60  21.01  0.84  100.00  11.7 
6  5.60  1.92  39  18.05  0.94  100.00  9.91 
7  6.28  2.09  29  15.56  1.02  100.00  9.31 
8  6.96  2.45  24  13.46  1.16  100.00  10.01 
9  7.64  3.04  20  11.68  1.36  100.00  11.34 
10  8.32  3.74  17  10.17  1.57  100.00  12.9 
11  9.00  5.36  15  8.87  2.10  100.00  17.49 



















7  6.28  2.09  19  15.18  1.50  119.55  8.93 
8  6.96  2.45  14  12.51  2.11  127.26  9.70 
9  7.64  3.04  11  9.96  3.00  131.35  11.07 
10  8.32  3.74  9  7.53  4.11  133.56  12.63 
11  9.00  5.36  8  4.81  6.47  137.56  17.82 












The  transformation of  the portfolio  results  into  the mean and variance of  the  contribution 





















Both  the Haberman  (1992) and  the generalised Haberman models assume annual actuarial 
valuations. However, most  schemes  have  triennial  actuarial  valuations.  The  effects  of  triennial 
valuations on  the variances of  the  contribution  rate and  the  funding  ratio were  investigated by 
comparing the Dufresne (1988) and Haberman (1993b) models, which are summarised  in the ap‐
pendix. Triennial valuations may  increase or decrease  the variance of  the  contribution  rate,  see  
Haberman  (1993b)  and Cairns  (1996a).  The Dufresne  (1988) model  is  similar  to  the Haberman 



















verted gamma distribution was  then used  to compute  the values of  the shortfall probability (SP) 
and  the ETL  for  the upper and  lower regulatory restrictions. The values of SP and ETL were  for 
one year. To obtain  results  for  say a 3 year period, assuming  that proportionate  changes  in  the 



















is  still 67%,  i.e. a 3% breach. Portfolio 11 has an 85% probability of breaching  the upper bound 

























1  2.20  2.45  70.09  3.96  315  4.54  50.57  67.03  0.00  ‐ 
2  2.88  2.11  74.82  3.72  407  3.29  9.26  68.49  0.00  ‐ 
3  3.56  1.92  80.16  3.70  472  2.65  0.14  69.16  0.00  ‐ 
4  4.24  1.82  86.23  3.88  496  2.34  0.00  69.45  0.00  ‐ 
5  4.92  1.83  93.19  4.33  466  2.31  0.00  69.58  0.00  ‐ 
6  5.60  1.92  101.27  5.09  397  2.49  0.00  ‐  0.00  144.01 
7  6.28  2.09  110.74  6.27  314  2.89  0.00  ‐  0.00  144.67 
8  6.96  2.45  122.01  8.43  212  3.89  0.00  ‐  1.14  146.42 
9  7.64  3.04  135.63  12.12  127  5.84  0.00  ‐  26.18  150.99 
10  8.32  3.74  152.45  17.66  77  8.68  0.00  69.26  68.98  160.67 
11  9.00  5.36  173.71  30.69  34  17.43  0.00  68.70  85.33  180.10 




























7  6.28  2.09  119.55  8.93  181  4.64  0.00  ‐  0.88  146.64 
8  6.96  2.45  127.26  9.70  174  4.54  0.00  ‐  6.13  147.79 
9  7.64  3.04  131.35  11.07  143  5.37  0.00  ‐  14.86  149.40 
10  8.32  3.74  133.56  12.63  114  6.63  0.00  69.36  22.03  151.05 
11  9.00  5.36  137.56  17.82  62  12.00  0.00  68.91  35.25  156.35 





















mately  concern  the  trustees.  This  transformation  can  also  reveal  additional  or  reduced mean‐
variance dominance between alternative asset allocations. 
Computing the effects of the asset allocation decision on the contribution rate, enables the ac‐
tuary  to calculate  the  spread period which minimises contribution  rate  risk  for  the chosen asset 







ods. The  trustees  then choose a particular combination of  the contribution  rate and contribution 
rate risk, which determines the asset allocation. 
Finally, the distribution of the funding ratio was considered,  in conjunction with the upper 





basis of  investment advice. The proposed model  requires a  joint decision by a  single person or 
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